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Chapitre 1

Sujets d’examens

1.1 Université Sidi Mohammed Ben Abdellah
Faculté des Sciences Dhar-Mehraz-Fés
Département de mathématiques 2012-2013

SMA—SMI
Epreuve d'algébre2 — Juin 2013 (S.N., Sa)
(Durée : 3H)

N.B : Aucun document n'est autorisé

1.1.1 Enoncé

Exercice 1.1.1 Dans [’espace vectoriel réel des matrices carrées a coefficients réels
M, (R), on considere les sous-ensembles :

Si={Ae M,R): '"A=A} et A, ={AecM,(R): 'A=—-A}

OutA est la matrice transposée de la matrice A.
1. Montrer que S,, et A, sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).
2. Montrer que M, (R) =S, & A,.

3. Application : Soit M = § le

Déterminer les matrices S € Sy et A € Ay telle que M = S + A.

une matrice de Mo(R).

Exercice 1.1.2 On considére le systéme d’équations linéaires (S,,) défini par :

r+2y—z+t = 1
(Sm) r—z—t = 1 o m est un paramtre rel.
—THy+z+2 = m



1. Déterminer le rang du systeme (S,) .

2. Résoudre le systéme (S,,) suivant les valeurs du paramétre réel m.

Exercice 1.1.3 Soit E un espace vectoriel réel, on rappel qu’un projecteur P de F
est un endomorphisme de E qui vérifie [’égalité P o P = P.

1. Montrer que si P est un projecteur de E, alors :
Im(Ig — P) = Ker(P) et Ker(Ig—P)=1Im(P).

(Ig étant l'endomorphisme identité de E) .

2. Soient P et () deux projecteurs de E.
a) Montrer les équivalences suivantes :

Po@ = 0 << Im(Q)C Ker(P).
Po@ = P < Ker(Q)C Ker(P).
QoP = P <« Im(P)cC Im(Q).

b) On pose : E1 = Ker(Q)N Ker(P), Ey = Ker(Q)NIm(P), Es=1Im(Q)N
Ker(P) et Ey=1Im(Q) N Im(P).
Montrer que si E = E1® Ey ® E3® Ey alors Po(Q = (Q o P.

Probléme 1.1.1 Dans l’espace vectoriel R® rapporté & sa base canonique B =
(e1,e9,e3), on considere l'application u de R dans R® définie par :

u:RP — R?
(z,y,2) —u((z,y,2) = (e +y+ 2,0+ 4y + 2,2 +y + 42)

1. Montrer que u est un endomorphisme de R3.
2. Déterminer la Matrice M de l’endomorphisme u relativement a la base B.

3. Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels Ker(u) et Im(u).
u est-il un automorphisme de R3? justifier votre réponse.

N N By / ’ / !
4. On considere le systeme de vecteurs B = (el, ey, 63) avec

/

€, = ey + es +e3
!

€y = €9 — €3
/

€3 = €1 — €3

Montrer que le systéeme B’ est une base de R®.

5. Déterminer la Matrice de passage P de la base B a la base B', et calculer son
inverse P71,

6. Déterminer la Matrice M’ de l’endomorphisme u relativement & la base B’ .

7. Calculer (M/)n pour tout n inN et en déduire l'expression de la matrice (M)"
en fonction de n.



8. On considére les suites récurrentes (a,), (b,) et (¢,) de nombres réels définies
par les égalités :

a, = 4ap_1+ bn—l + Cn—1
(Vn € N*) bn = ap-1+ 4bn—1 + Cho1
Cpn = Qp_1+by_1+4c,y

et
ag = 0
by =1
Co = —1
Qp
En posant, pour tout n € N, X, = by, le vecteur de R3 dont les
Cn

composantes dont la base B sont (a,), (bn) et (cn)-.
Donner une relation de récurrence entre X,, et X,,_1 pour tout n € N*.

9. Déduire de ce qui précéde les expressions des suites (an), (b,) et (cn) en
fonction de n € N.

Bon courage

1.1.2 Corrigé

Exercice 5.1.1

1. S, est un sous-espace vectoriel de M,,(R), en effet :

— 0, €S, ou 0, est la matrice nulle, car 0, = 6,,, dou S, # 0;
— de plus si (A,B) € (S,)> et A€R,ona:
F(A+AB) =" A+ (AB)
='A+\'B
=A+AB ((A,B) € (S,)*).
Donc V (A4, B) € (S,)° et VA€ R, ona A+ AB € S,.

2. A, est un sous-espace vectoriel de M,,(R), en effet :

~ 0, € A, ou 0, est la matrice nulle, car ‘0, = 0,,, D’ou S,, # 0;
— de plus si (A, B) € (A,)> et A€ R, on a:
P(A+AB) =" A+' (\B)
="' A+ X\'B
=-A+)A—B ((A4 B)€(S.)%)
=—-A—-)\B.

Donc V (A, B) € (A,)° et YAeR, ona A+ AB € A,.



3. — Onabien {0,} C A,NS, deplussi A€ A,NS,, alors 'A =
d’ott A = —A et par suite A =#6,; donc A4, NS, ={6,},
— d’autre part on a bien A, +S, € M, (R) et (VAe M, (R)),ona A =
LA+t A)+ 1 (A-1A), et sionpose A =1 (A4t A)
et B =1(A-tA), onaura 'A" = 1 (*A+ A)
LA A) = 3(A-

Donc M,R = A, + S,,.

—AettA=A

=A = A eS8, et'B =
tA)=-B' = B' € A,; donc M,RC A, ® S,

4. 'M = ( ? i ) et les matrices demandées sont données par :

_1 ¢ - 2 2
et

A:

DN | —
—~
<
|
=
SN—r
Il
N
— O
=
[E—
N——

Exercice 5.1.2

1. Déterminons le rang de (S,,) par la méthode de Gauss :

1 2 -1 1
Soit A, = 1 0 —1 —1 | la matrice du systeme, alors :
-1 1 1 2

"

Ly =Ly —L,
S

A Ly=Ls+L, jiL/sz L (1) _12
0 3
L//_L/+L/ tL L +L 1 _]' 1
3—L3 2«»» 2773 2 0 1
0 1
1 1
1
0

o O =
O~ N

3
2
1
1

. Résolution du systéme par la méthode de Gauss :

Donc rg (Sp,) = 2.



1 2 -1 1 1

soit A = 1 0 -1 -1 1 la matrice élargie du systéme, alors :
-1 1 1 2 m

m

A Ly=Ls+L1 et Ly=Lo—L; (
PUNY

Ly=Ly+Ly et Ly=Ly+Ls (
A~y
1

" "

1"
Ly =Ly —L,
D

O O =

Donc :

Sim # —1, le systéme (S,,) est incompatible et n’admet pas de solution .
Sim = —1, alors

r+2y—z+t = 1
(Sm)<:>{ y+t = 0

{ xr = 14+z2+t
e
y = —t

Donc I'ensemble de solutions du systéme (.5,,) est

S={(14+z+t,—t,z,t): zeRetteR}

Exercice 5.1.3

1.

2.

Montrons que Im (Ig — P) = KerP :

Soit © € KerP alors P(z) = 0 dou x = © — P(z) = (Ig — P) (z) donc
x € Im(Ig — P) et par suite KerP C Im (Ig — P).

Inversement, soit @ € Im (I — P) alors (32 € E) : z = ' — P (2') dou
P(x)=P (2 —P(z'))=P(2')—P(2') =0, car PoP = P,donc € KerP
et par suite Im (Ig — P) C KerP. Donc Im (Ig — P) = KerP :

Montrons que ImP = Ker (Ig — P)

(Ig—P)o(Ip—P)=Ip—P—-P+P>*=Ip—P—P+P=1p— P car
Po P = P, donc Ig — P est un projecteur , donc d’aprés ce qui précéde
Im(Ig — (Ig — P)) = Ker (Ig — P) ou encore ImP = Ker (Ig — P).
a.
~SiPoQ =0, alors (Vz € Im(Q)) (3z' €E) : z = Q (2), dou P(z) =
(PoQ)(z') =0, donc x € KerP.
Inversement : si I'm (Q)) C KerP, alors pour tout z € E on a (Po Q) (z) =
P(Q(x))=0car Q(x) € Im(Q).
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PoQ=P<=P-PoQ=0<=Po(lp—Q)=0
< Im(Igp — Q) C KerP

d’aprés la premiére équivalence et le fait que Iy — ) est un projecteur Or,
d’aprés 1. Im (Ig — Q) = Ker@; donc

Po@Q =P <= KerQ C KerP.

<= Ker(Igp — P) C Ker (Ig — Q)
d’aprés ’équivalence qui précéde et le fait que Ig — P et I — () sont des
projecteurs.
Or, d’apres la premiére question, Ker (I — P) = ImP et
Ker (I — Q) = Im@ d’ou
PoQ=P<«=Im(P)CIm(Q).

b. Supposons que E = E®FE,® E3® FEy et montrons que (Vo € E) (Po Q) (x) =
Qo P) (x).

Soit x € Falors3 !z € By, 3l ag € By, 3l a3 € Eyet 3! x4 € E, tels que
r =221+ T+ x3 + 14 d’OU

Q(x) =Q (z1) + Q (22) + Q (x3) + Q (24)
=Q (23)+ Q(x4) car x1 € Ey et x5 € Ey
= X3+ 24 (.flngEg €t$4€E4)

r€ bBy=x€Im(Q)
:>E|x/€E:Q<x' — 2
— Q@) = (Q(+)
Et par suite
(PoQ)(z) = P(x3) + P (x4)

= P (x4) (z3 € E3)
=24 (274 < E4) .

De méme

P(x) = P(x1) 4+ P (x) + P (x3) + P (z4)
= P (x2) + P(z4) (z1 € Ej et x5 € E3)
=Ty + 24 (ZEQGEQ €tl‘4€E4)
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Et par suite

(Qo P)(z) =Q (72) + Q (24)
=Q (74) (72 € Ey)
=Xy (J]4€E4).

Donc (Vz € E) (PoQ)(xz) = (Qo P) (z).
Probléme 5.1.1

1. Simple & vérifier .

4 11
2 M=11 41

114
3.

Keru = {(z,y,2) € R’ : u(z,y,2) =0}

Donc : pour tout (z,y,2) € R* on a :

T 0
(x,y,z) e Keru<—= M| y | =] 0
z 0

de+y+2 = 0
= r+4y+z =
r+y+4z = 0

)

Résolvons ce systéme par la méthode de Gauss : la matrice du systéme est M
et on a:

Ccyechcy (141
ML a1
114
erth e rier-r, (141
2772 1/\/\_} 33 1 3 _3 O
0 -3 3
L///:lL// et//:lL// 1 4 1
RS (R
0 -1 1
////7///_ " 1 4: 1
- 0 -5 -1
0 -1 1
1 4 1 1 4 1
~101 -1 |~1|01 —1
05 1 0 0 6
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Donc le systéme est équivalent & x = y = z = 0 et par suite Keru = {0} et
dim (Keru) = 0 et d’aprés le théoréme du rang dim (Keru) + dim (Imu) =
dim (R?) = 3 donc dim (Imu) = 3 et par suite Imu = R? donc B est une base
de I'mu et (()) est une base de Keru.

u est un automorphisme car Keru = {0} .

4. La matrice associée a ce systéme de vecteurs est donnée par :

1 0 1
1 1 0 , et comme
1 -1 —1
Lo v\, (10
1 1 0 (v B O R |
1 -1 —1 0 —1 -2
L//_L/ Ll 1 0 1
Tt g1 -1
00 -3

Le rang de cette matrice est maximum d’ott B est une base de R?.

1 0 1
5. P=|1 1 0 |et
1 -1 -1
] N
= (tComP):(—> -1 -2 1
detP -3 1011
t /1 =1 2
:(%) 1 2 -1
1 -1 -1
1 1 1
1
=3 -1 2 -1
2 -1 -1
6 00
6. M =P 'MP=| 0 3 0
00 3
6" 0 0
7. Soit n € N, alors (M')n: 0 3" 0 ; d’oul
0o 0 3"

§ gny9 gn_1 9n_ 1
M“:(PM’P*) _gn | on_ 1 ongpo om_ g
gn 1 9n_1 9749

8. Pour tout n e N*, X,, = M X,,_;.
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9. D’aprés la réponse précédente, on montre par récurrence que :

(Vn e N*) X, = M"X,

Donc
an, 242 2" -1 2" -1
WVneN) | b, | = 22—1 2742 22 -1 1],
Cn 2n—-1 2" -1 2" 42 —1
a, = 0
c’est a dire (Vn € N*) b, = 3"

¢, = —3"
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1.2 Université Sidi Mohammed Ben Abdellah
Faculté des Sciences Dhar El Mahraz-Fés
Département de mathématiques 2012-2013

SMA—SMI
Epreuve d'algébre2 — Juin 2013 (S.R., S3)
(Durée : 3H)

N.B: Aucun document n'est autorisé.

1.2.1 Enoncé

Exercice 1.2.1 Soit m un réel.

m 1 1 0
1. Calculer le déterminant D,, = Lom 10
-1 1 m 0
m 1 1 1

2. On considere le systeme d’équations linéaires :

mr+y+z = 1
r+my+z = 0
(Sm) —rx+y+mz = —1
mr+y+z = —t

(a) Pour quelle valeurs de m le systéme (S,,) est-il de Cramer ?
(b) Résoudre le systéme (S,,) en fonction du paramétre m

Exercice 1.2.2 On consideére le systéme d’équations linéaires (Sy,,) défini par :

r+2y—z+t =
(Sm) xr—z—t = 1 ou m est un parametre réel.
—r4+y+z+2t = m
1. Déterminer le rang du systéme (Sy,) .

2. Résoudre le systéme (S,,) suivant les valeurs du paramétre réel m.

Exercice 1.2.3 Dans [’espace vectoriel Ry [X] des polynomes de degré inférieur ou
égal a 2, a coefficients réels muni de sa base canonique {1, X, X2}, on considére
Uapplication g : Ry [X] — Ry [X] définie par :

g(P)=(X+1)P +P

ou P est le polynome dérivé de P.

1. Montrer que g est un endomorphisme de Ry [X].
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2. Donner la matrice A de g dans la base (1, X, X?).

3. Montrer que g est un automorphisme de Ry [X], et donner l'expression de g~ .

4. En déduire le polynome P de Ry [ X], solution de l’équation :
(X +1)P +P=3X*46X +5.

Probléme 1.2.1 Dans lespace vectoriel R® rapporté & sa base canonique B, =
(e1,e2,e3), on considére les deux matrices de M3 (R) :

Map) =

> o Q

b b 1 11
a b et J= 1 11
b a 1 11

Ou a et b sont des réels donnés.
Soit f lendomorphisme de R® de matrice M4y dans la base canonique B..

T

1. Soit X = | y | le vecteur de composantes x, y, z dans la base B.. Calculer
z

f(X).

2. Montrer que M) = (a — b) Is + bJ ot I3 est la matrice unité de Mz (R).
3. Calculer J" pour tout n € N*, et en déduire ’expression de (M(a,b))n
4. Pour quelles valeurs de a b I’endomorphisme f est-il bijectif ¢
5. Soit B = (6/1, €y, e;)) le systéme de vecteurs de R® définis par :
e, = ertextes
6,2 = €1 — €2
6; = €1 — €3

Montrer que B est une base de R3.
6. Donner la Matrice de passage P de la base B, & la base B’
7. Calculer linverse P~1 de la matrice P.

8. Déterminer la Matrice M(/a ) de Uendomorphisme f relativement ¢ la base B’

! n .
9. Calculer pour tout n nN* la matrice <M(a b)) et retrouver [’expression de
(Map)"

Bon courage

1.2.2 Corrigé

Exercice 5.2.1
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. Il est bien évident que la méthode la moins cotiteuse en calculs est celle qui

consiste a développer ce déterminant par rapport a la quatriéme colonne . En
effet :

0
Dy = m =1 m 1
-1 1 m O 1
m 1 1 1 m
m—1 1—m O 1 -1 0
- 1 m 1| =(m-1] 1 m 1
—1 1 m -1 1 m
1 -1 0
=(m-1)|1 m 1
0 m+1 m+1
1 -1 0
=m-1)(m+1)|1 m 1
0 1 1
1 -1 0
=m—-1)(m+1)|1 m—1 0
0 0 1
Ainsi D, =m(m —1)(m+1)
. a. La matrice A,, du systéme est définie par :
m 1 1 0
1 m 1 0
Am = -1 1 m 0
m 1 1 1

Le systéme (S,,) est de Cramer si et seulement si le nombre d’équations coin-
cide avec le nombre d’inconnues, ici elles sont en nombre de 4, et que la matrice
du systeme soit inversible.

On a calculé dans la question précédente le déterminant de la matrice A,,,
detAp, = Dy =m(m —1) (m+ 1) . A, est inversible si et seulement si D,,, # 0
si et seulement sim #0etm—1#0et m+1+#0.

b. 1" cas : Sim #0et m—1%#0et m+1# 0 le systéme est de Cramer et
la solution est unique et est donnée par :



2" cas : Sim = 0 le systéme (Sy) devient

1 1 1 0
0O m 1 0
-1 1 m 0
I U S T A
T = m(m—1)(m+1) m(m2—1)
m 1 1 0
1 0O 1 0
-1 -1 m O
m 0 1 1 »
Y= T mm—DmD m(m2—1)
m 1 1 0
1 m 0 O
-1 1 -1 0
m 1 0 1 9—m
2= T mmeD(mt D) m(m—1)
m 1 1 1
1 m 1 0
-1 1 m -1
m 1 1 0
L t= m(m—1)(m—+1) 1

17

y+z 1 (1)
T+ z 1 (17)
Bo)\y Zavy = 21 )
y+z+t 0 (iv)
En sommant les équations (i7) et (#i7) on obtient y + 2z = —1 ce qui est incom-

patible avec I’équation (i), le systéme est donc incompatible et son ensemble

de solution est Sy = 0.

3" cas : Sim =1 le systéme (S7) devient

(S1)

r+y—+z
rT+y+z
—x+y+=z
rt+yt+z+t

1 (7)

0 (i)
1 (i)

0 (1v)

Les équations (i) et (i7) sont incompatibles , le systéme est donc incompatible

et son ensemble de solution est S; = 0.

4™ cas : Sim = —1 le systéme (S_1) devient
—rz+y+z = 1 (1)
r—y+z = 0 (i)
(5-1) —x4y—z = —1 (i)
—r4+y+z+t = 0 (1v)

Il est trivial de constater que les équations (i7) et (i27) sont incompatibles , le
systéme est donc incompatible et son ensemble de solution est S_; = ().



Exercice 5.2.2 ( Solution déja faite)
Exercice 5.2.3

1. Montrons que g est un endomorphisme de Ry [X] Soit P € R, [X] alors d°P < 2
d’'ott d°P" < 1 done d° (X + 1) P') < 2 il sensuit que : g (P) € Ry [X]. Par
ailleurs :

Soient P () deux polynémes de Ry [X] et A € R, alors :

X+1)(P+AQ) + (P +AQ)
X+1)<P’+AQ’)+P+AQ

- [(X+1)P’+P] +A[(X+1)Q’+Q
=g(P)+Ag(Q).

g est par conséquent un endomorphisme de Ry [X].

g(P+ Q) = (
= (

2. Déterminons la matrice A de ’endomorphisme g dans la base canonique.
Il s’agit de calculer g (1), g(X) et g (X?)

g(1) = 1
g(X) = (X+1)+X = 2X+1
g(X?) = (X+1)2X +X? = 3X?2+2X
Donc
1 10
A=10 2 2
0 0 3

3. Pour montrer que g est bijectif, il suffit de montrer qu’il est de rang maximal
c’est a dire 3 ou que la matrice A est de rang 3 c’est & dire qu’elle est inversible
et donc il suffit finalement de vérifier que detA # 0. Or la matrice A est
triangulaire, et detA = 6 d’ou detA # 0.

De méme pour déterminer I'expression de I'automorphisme inverse g~* de g il
suffit de déterminer sa matrice par rapport a la base canonique de Ry [X] c’est
a dire A7%.

Or detA = (ﬁ)t (ComA) . On vérifie facilement que :

11
I =3 3
ar=fo
0 0 3
et par suite si P = a + bX + c¢X?, alors les composantes de g~! (P) dans la
a
base (1, X, X?) sont définies par : A~1 | b | clest a dire
c
1 1 b c
1 =3 3 a a—g+3
o L _1 b | = b_ ¢
2 73 273
0 O 3 g
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Done g~ (P) = (a— 5+ 5) + (4~ 5) X + (5) X°
4. 11 s’agit dans cette question de déterminer le polynome P de Ry [X] tel que

g(P)=5+6X+3X? cestadire P =g ' (5+6X + 3X?). Les composantes
de P dans la base canonique de Ry [X] sont données par :

5 1 -1 1 5 3
Al 6 |=(0 & -1 6 |=12
3 0o 0 3 3 1

Donc P=3+42X + X?
Probléme 5.2.2

1.
x
)
z
a b b x
=1 b a b Y
b b a z
ar + by + bz
= | br+ay+bz
br 4+ by + az
1 00
2. I3=1 0 1 0 | estla matrice identité de R3, un calcul simple montre que
0 01
a—b 0 0 b b b
(a—0b)Is+bJ = O a—b 0 +1 bbb
0 a-—b» b b b
a b b
b a b
b b a
3. Ona J' =,
111 111
=111 111
1 11 1 11
3 3 3
=13 3 3
3 3 3
=3J

et donc J? = J2J = (3J) J = 3J* = 32J Il est facile de montrer, par récurrence
sur n, que (Vn € N*) J" =3""1].
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Pour calculer (M(a’b))n, il suffit d’utiliser la question 2) et constater que les
deux matrices I et J commutent.
La formule du bindme s’applique sans peine et on a :

(Vn € N*) (M(p)" = [(a—b) Is + bJ]"
=> CRFIH (a—b) I
k=0
= CRFT (a—b)""
k=0
= CY(a—=0)"Is+ Y ChFJT* (a—b)" ™"

k=1

=(a—=b)"Is+J Y CH3"" (a—b)"™"

k=1
= (a - b)n ]3+
1 - k k n—=k 0 n
37 > CEBY)T (a—b)"F = C)(a—b)

k=0

1

= (a—b)"fg—i- g [(a+2b)" — (a—b)n]J
= M)

avec

c=glla+20)"+2(a—0)"] et d= 5 [(a+20)" - (a—b)"]

Wl
W —

Soit :(Vn € N*) (M(ay))" est égale a :

(a+2b)"+2(a—0)" (a+2b)" —(a—0b)" (a+2b)" — (a—
(@+2b)" —(a—0b)" (a+20)"+2(a—0b)" (a+2b)"—(a
(a+2b)" —(a—b)" (a+2b)" —(a—b)" (a+2b)"+2(a—0b)"

4. [ est bijectif si et seulement si M, est inversible c’est a dire si et seulement
si det (M(al,)) # (. Calculons ce déterminant :
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a b b a—>b 0 b
b a bl=|b—a a—b b
b b a 0 b—a a
1 0 b
= (a—0b)*| =1 1 b
0 -1 a
1 0 b
= (a—b*0 1 2b
0 -1 a
10 b
= (a—b>0 1 2
0 0 a+2b

= (a—b)*(a+2b)

D’ou det (Map)) = (a — b)* (a 4 2b) et par suite f est bijectif si et seulement
si (@ —b)” (a+ 2b) # 0 si et seulement si a # b et a # —2b

. Pour montrer que B’ est une base de R? il suffit de prouver que la matrice

1 1 1
P=|1 -1 0 des composantes des vecteurs ell, 6/2 et e;) par rapport a
1 0 -1

la base canonique est de rang 3, autrement dit que son déterminant n’est pas
nul . Calculons detP par la méthode de Gauss.

1 1 1 1 1 1
detP=|1 -1 0 |=|0 -2 -1
1 0 -1 0 -1 -2
11 1
=0 -2 -1|=3
0o o -2

detP # 0. P est donc de rang 3 et B est par conséquence une base de R.

. La matrice de passage de la base B, a la base B’ est la matrice P =

1 -1 0
1 0 -1
1 1 1
Calculons P~ (ComP)= 1 -2 1 | et
11 -2
1 1 1
"(ComP)=[1 -2 1
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1 1 1
Ainsi donc P! = % 1 -2 1
1 1 =2

M,y = P~ Moy P

a—+2b 0 0
= 0 a—>b 0
0 0 a—>

Remarquons que le résultat obtenu est extraordinaire parce qu’il permet le
calcul facile de (M /)n ( étant donné qu’elle est diagonale ).

9. Soit n € N*, alors

. (a+ 2b)" 0 0
(M(a,b)) = 0 (a/ — b)n 0 . ;
0 0 (a —b)

d’Ofl n n
(M) = (PMm,b)P_l) =P <M<a’b>> i

Le calcul de ce double produit matriciel ( on rappel qu’il est associatif ) nous
. A A N . n 2
conduit au résultat trouvé auparavant a savoir (M(a,b)) est égale

(a+2b)"+2(a—0)" (a+2b)" —(a—0b)" (a+2b)" — (a—10)"
| (@a+20)"=(a—=0)" (a+20)"+2(a—0b)" (a+2b)"—(a—0b)"
(a+2b)" —(a—0b)" (a+2b)" —(a—b)" (a+2b)"+2(a—0b)"
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1.3 Sidi Mohammed Ben Abdellah

Faculté des Sciences Dhar El Mahraz-Fés
Département de mathématiques 2013-2014

SMA—-SMI
Epreuve d'algébre2 — Juin 2014 (S.N., Sa)
(Durée : 3H)

N.B : Aucun document n'est autorisé.

1.3.1 Enoncé

Exercice 1.3.1 Soit ¢ l’endomorphisme de IR® défini par

© o NS &

e v~

¢ (1,9, x3) = (=321 — 4wy — 223, 71 + 229 + X3, 271 + 229 + X3) .

Donner la matrice A de ¢ relativement a la base canonique B de IR3.
Déterminer Im (¢). Donner le rang de ¢.
Quelle est la dimension de ker (¢) ¢ Donner une base de ker (¢).

Soient
1 -1 0
V1 = —1 s Vg = 0 et Vg = -1
0 1 2
(a) Calculer le déterminant de la matrice dont les colonnes sont, dans [’ordre,
V1, Vg €t Us.
(b) En déduire que ces trois vecteurs forment une base de IR, qu’on notera
B
Ecrire la matrice de passage Pgp/, de la base canonique B vers la base B'.
- —1
Calculer son inverse Pgp, .
Donner la matrice A" de ¢ relativement a la base B'.

Calculer A™ pour tout n € IN*.

Soient g, vo, wo € IR. On définit les suites (un),cps (Vn)pen € (Wn),en POT
les relations de récurrence suivantes

Uy = —3Up_1 — 4Vp_1 — 2wy 1,
Up, = Up_1 + 20p-1 + Wp—-1,
W, = 2Up_1 + 20,1 + Wp—1,

pour tout n € IN*
Déterminer u,, v, et w, pour tout n € IN*.
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Exercice 1.3.2 Soit a un réel. Pour n € N, n > 2, on note

a 0 0O -+ n-—1

3
| o
—_
U
—
S

et An(a) = det My(a) .

1. Montrer que, pour tour entier n > 2, on a Ay(a) = alN,_1(a) —a™?(n—1)%

n—1 .9

2. En déduire que, pour tout entier natureln > 2, on a Ay(a) = a"—a™ 2y 17 i%.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que M,(a) soit inver-
sible.

4. On posen = 3. Déterminer, selon les valeurs du paramétre a, le rang de M3(a).

5. Pourn =4 et a =1, calculer linverse de My(1).

Exercice 1.3.3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 (avec K =R ou

C). Soient f un endomorphisme de E nilpotent d’ordre n (c’est a dire, f* =0 et
[P #0). On note

C(f)={9€eL(E)/gof=Ffog}.

1. Montrer que C (f) est un sous-espace vectoriel de L (E).

2. Soit a un vecteur de E tel que f*1(a) # 0g. Montrer que la famille (a, f(a), ..., f*(a))
constitue une base de E.

3. Soit @, : C(f) — E Uapplication définie par p,(g) = g(a). Montrer que @, est
un isomorphisme.

4. En déduire que C(f) = Vect(Id, f, ..., f*71).

Bon courage
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1.4 Université Sidi Mohammed Ben Abdellah
Faculté des Sciences Dhar El Mahraz-Fés
Département de mathématiques 2013-2014

SMA—-SMI
Epreuve d'algebre2 — Juin 2014 (S.R., S)
(Durée : 3H)

N.B: Aucun document n'est autorisé.

1.4.1 Enoncé

Exercice 1.4.1 On munit [’espace vectoriel R? de sa base canonique B = (eq, e, e3) ,
ot e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) et es = (0,0,1). Soit f I’endomorphisme de R défini
par :

f (61) = (57 _172)7 f(e2) - <_175a2) et f(63) - (2a2a2)
1. Déterminer la matrice de f relativement a la base B et vérifier que :
(V(2,9.2) €RY) f((z,y,2)) = (5 —y + 22, —x + Sy + 22,2z + 2y + 22).
2. Soient uy = (1,1,-2), ug = (1,1,1) et ug = (2,0,1).
Montrer que B = (uy, ug, us) est une base de R>.

3. a. Donner la matrice de passage P de la base B a la base B'.
b. Calculer la matrice inverse P~' de P.

4. Soit A" la matrice de f relativement & la base B': vérifier que :
0 00
A=106 0
0 0 6
Déterminer la dimension et une base de Fy = ker f.
Détermaner la dimension et une base de Fr = Imf.
Les sous-espaces Fy et Fy sont-ils supplémentaires ?

Calculer A™ pour tout n € N; on convient que A° = I.

© o NS &

On considére les suites récurrentes (ay,), (by,) et (¢,) de nombres réels définies
par les égalités :

Up = Dp_1 — bn—l + 2¢,-1 ap = —1
(Vn € N¥) b, = —an_1 + 5b,_1 +2¢,_1 et by =0
(G 2Cln,1 + 2bn71 + 2Cn,1 Co = 1

Qn

En posant, pour tout n e N, X,, = [ b, le vecteur de R® dont les compo-
Cn

santes dans la base B sont a,, b, et c,, montrer que : Vn € N, X,, = A" X,.
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10. Déduire de ce qui précéde les expressions de ay,, b, et ¢, en fonction de n € N.

Exercice 1.4.2 On considére la matrice A définie par :

1+m 1 1 1
A 1 1+m 1 1
1 1 1+m 1
1 1 1 1+m

o m est un parameétre réel et f I’élément de L (RY) associé a A.

1. a. Montrer que det A = (m + 4) m3.
b. Déterminer en fonction du paramétre réel m le rang de A ainsi qu’une base
de Imf.

2. a. Pour quelles valeurs du réel o, le vecteur v = (1,1,1,a) est-il dans Imf?
(discuter suivant les valeurs du paramétre réel m ).
b. En déduire dans quels cas le systeme d’équations linéaires suivant admet des
solutions :
I+m)z+y+z+t=1
r+(1+m)y+z+t=1
r+y+(1+m)z+t=1
r+y+z+(1+m)t=a

(Sm)

c. Déterminer en fonction de m et «, l’ensemble des solutions du systéme

(Sm) -

Exercice 1.4.3 Soient E un K-espace vectoriel et p € L(E). On dit que p est un
projecteur si pop = p.
1. a- Montrer que pour tout y € Im(p), on a p(y) = y.
b- En déduire que E = ker(p) & Im(p).
On dit que p est le projecteur sur Im(p) parallélement a ker(p).

2. a- Démontrer que p est un projecteur de E si et seulement si Id — p est ausst
un projecteur de E.
b- Montrer que si p est un projecteur, alors les relations suivantes sont véri-
fiées :
Im(Id — p) = ker(p), ker(Id — p) = Im(p)

3. Démontrer qu’un projecteur p commute avec un endomorphisme u de E si et
seulement si son noyau et son image sont stables par u (c’est-a-dire, u(ker(p)) C
ker(p) et u(Im(p)) C Im(p)).

4. On suppose désormais que E est de dimension finie n.

L ‘ 1
a- Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle p a pour matrice ( 0 ) ,

0 Opr
our estle rang de p, I, est la matrice identité d’ordre r et 0,_, est la matrice
nulle d’ordre n — r.

b- En déduire que la trace d’un projecteur est égale a son rang.

Bon courage



27

1.5 Université Sidi Mohammed Ben Abdellah
Faculté des Sciences Dhar El Mahraz-Fés
Département de mathématiques 2014-2015

SMA—-SMI
Epreuve d'algebre3 — Juin 2014 (S.N., Ss)
(Durée : 1 heure 30 min)

N.B : Aucun document n'est autorisé.

1.5.1 Enoncé

Probléme :

A/ Soit M3(R) Iespace vectoriel des matrices carrées 3 x 3 a coefficients réels
et soit I le sous-ensemble de M3(R) défini par

a 0 c
F={M(a,b,c)=1 0 b 0 |, s,bceR}.
c 0 a
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de M3(R).
2. Donner une base de F'. Quelle est la dimension de F'?
3. Donner, en fonction des valeurs de a, b et ¢, le rang de M(a, b, c).
4. Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que M (a, b, ¢) soit inver-
sible.

B/ Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et B = (e, es, e3) une base de E.
On consideére la famille S = {u,v,w} de E avec u = e; —e3, v = —ey et w = €1 + e3.
Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est donnée par :

1 0 2
A=[fls=[0 -1 0
2 0 1

1. Montrer que S est une base de E.
2. Calculer le déterminant de A. La matrice A est-elle inversible ?

3. Calculer f(u), f(v) et f(w) en fonction de u, v et w et en déduire la matrice

D = [f]s de f dans S.

4. Donner la matrice de passage P de la base B vers § et calculer son inverse
P

5. Calculer A™ pour n € Z.
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C/ Pour tout vecteur u = ae; + bey + ce3 de E, on considére le systéme (X,,) :

r+2z = a

(Zu) : -y =
20+ 2z =

1. Ecrire (X,) sous forme matricielle.

2. En utilisant la partie B/, montrer que pour tout u € F, (¥,) admet une unique
solution dans FE.

3. Résoudre dans R? le systeme (3,) par deux méthodes différentes : de Cramer
et de Gauss.

Exercice :

Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et ¢ un endomorphisme de FE tel
que ¢? = 0 (Uapplication nulle) et ¢ # 0. Posons r = rg(¢).

1. Montrer que Im(p) C ker(¢). En déduire que r < 3 — r et calculer r.

2. Soit e; € F tel que ¢(e1) # 0. Posons es = ¢(eq).
a- Montrer (sans le chercher) qu’il existe ez € ker(y) tel que la famille {es, €3}
soit libre.
b- Montrer que {eq, ez, e3} est une base de E.
3. Déterminer la matrice de ¢ dans la base (eq, e, e3).

Bon courage



29

1.6 Université Sidi Mohammed Ben Abdellah
Faculté des Sciences Dhar El Mehraz-Fés
Département de mathématiques 2014-2015

SMA—-SMI
Epreuwve d'algebre3 — Juin 2015 (S.R., Ss)
(Durée : 1 heure 30 min)

N.B : Aucun document n'est autorisé.

1.6.1 Enoncé

Probléme 1.6.1 Partie A : (5.5 pts )
Dans Iespace vectoriel réel M3 (R) on considere, pour tout (a,b,c) € R®, M (a,b,c) =
a b c 010
c ab |, J=MO10=|(00
b ¢ a 10
E ={M (a,b,c): (a,b,c) € R®}.
1. Montrer que J*> = I ou I est la matrice identité de M3 (R) et en déduire que
J est inversible et donner son inverse J 1.
2. Veérifier que E = vect (I, J,J?).
3. Donner une base et la dimension de FE.
4. Soit M = M (a,b,c) un élément de E. Montrer que :
M est inversible < a+b+c#0 et a®> + b* + ¢ # ab+ ac + be.
Partie B : (4 pts )
Soit F' un R— espace vectoriel de dimension 3 et B = (e, ea, €3) une base de F. On
6/1 = e+ 362 + 263
considére la famille B = (6/1, 6/27 e;) de F' définie par : 6/2 = 2e; + ey + 3ez
eg 3e; + 2e9 + e3

1 et le sous-ensemble E défini par :
0

2
1 dans la
3

=N W

1
Soit f Uendomorphisme de F de matrice A = M (1,2,3) = | 3
2

base B.
1. Calculer det (A) . L’application f est-elle bijective ¢
2. Montrer que B’ est une base de F.
3. Donner la matrice de passage P de B o B et en déduire A" = [flg la matrice
de f par rapport a la base B (sans calculer P71).
Partie C :(3.5 pts )
Pour tout vecteur u = aey + fes + vesz de F, on considere le systéme suivant :
T+2y+3z2 =«
(3,) : x+y+2z=0
20 + 3y + 2 =7
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1. Ecrire (¥,) sous forme matricielle et vérifier que c’est un systéme de Cramer.

2. Résoudre dans R® le systéme (3,) par la méthode de Cramer et en déduire
Uexpression de f~1 (u).

Exercice 1.6.1 (7 pts )
Soit E un R—espace vectoriel.

1. Montrer que l’intersection de deux sous-espaces vectoriels de E est un sous-
espace vectoriel de E.

2. Dans cette question on prend £ = R3 et on considére les deux sous-espaces
vectoriels de E définis par F' = {(z,y,z) € E : 3x+y—22=0} et G =
Vect (u,v) owu=(1,0,1) et v=(2,1,-1).

a. Montrer qu’il existe un vecteur w € E, que l’on déterminera, tel que FNG =
Vect(w).

b. Montrer que E = F + G. Cette somme est-elle directe ¢

c. Montrer que F'UG n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Que peut-on en
déduire ?

3. Dans cette question on suppose que E est de dimension 3 et soit f € L (E) tel
que f2#£0 et f2 =10, 0u f2:= fof, f3:=fofof et estl’endomorphisme
nul de E. Soient xq € E tel que f*(zo) # 0 et B := (xq, f(x0), f*(z0)).

a. Montrer que B est une base de E.
b. Ecrire la matrice de f relativement a la base B.

Bon courage
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1.7 Université Sidi Mohammed Ben Abdellah
Faculté des Sciences Dhar El Mehraz-Fés
Département de mathématiques 2015-2016

SMA—-SMI
Epreuve d'algébre3 — Juin 2016 (S.N., Ss)
(Durée : 1H30min)

N.B: Aucun document n'est autorisé.

1.7.1 Enoncé

Exercice 1.7.1 (Questions de cours) (5 pts )
Soient I un espace vectoriel sur un corps commutatif K et (F;),., une famille de

sous-espaces vectoriels de E.
1. Montrer que ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel
2. Par un exemple de votre choix montrer que le résultat précédent n’est pas vrai
pour la réunion de deux sous-espaces vectoriels.

3. Soitue L(E).
(a) Montrer que Ker (u) et Im (u) sont des sous-espaces vectoriels de E.
(b) Dans cette question on suppose que E est de dimension finie. Montrer

que les trois propriétés suivantes sont équivalentes : (i). u € GL(F),
(i7) . Ker (u) = {0} et (iii). Im (u) = E.

Probléme 1.7.1 Partie A : (6 pts )

1. Pour tout vecteur u = (o, 8,7) de R3, on considére :
F,={(z,y,2) ER* :ax + By +v2=0}.

Montrer que F,, est un sous-espace vectoriel du R—espace vectoriel R3.
ar+by+2=0

2. On consideére, dans R?, le systeme suivant : ¥, p) r+by+z2=0
r+by+az=0
o a et b sont deux parametres réels. El soit Eqyp) son ensemble de solutions.

(a) Montrer que E(qp) est un espace vectoriel de dimension finie.

(b) Ecrire S,y sous forme matricielle.

(¢) Résoudre dansR3 le systeme Y(ap) par la méthode de Gauss, on précisera
dans chacun des trois cas possibles la dimension de E,p); en particulier,
sia# 1 etb+# 0, montrer que dim (E(a,b)) =0.
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Partie B : (2.5 pts ) Dans cette partie et la partie suivante, on considére
un R— espace vectoriel E de dimension 3, B = (e1,eq,e3) une base de E et f
l’endomorphisme de E défini par :
fler) = aey +ex+es, f(ea) =bey + beg + beg et f(ez) =e +ex+aes ouva eth
sont deux réels fizés tels que a # 1 et b # 0.

1. Déterminer la matrice A de f dans la base B et vérifier que pour tout vec-
teur X = wey +yes + zeg de E, f(X) = (ax+by+ 2)e; + (v + by + z) es +
(x + by + az) es.

2. En utilisant le théoréme du rang et la question 3. (c) de la partie A |, montrer
que rang (A) = 3 et déduire une propriété de f.

Partie B : (6.5 pts )
Dans cette partie on prend a = —1 et b = 1 et on considére la famille B = (6/1, 6/2, e;))
de E définie par : e/1 =e; — e3, 6/2261 —eg+eget eg:el+262+eg

1. Montrer que B est une base de E.

2. Donner la matrice de passage P de la base B a la base B'.

1 / / / 1 / ’ 1 ’ !/ /
3. montrer que e; = G (361 + 2ey + 63) y 2= ¢ (—262 + 263> et eg = G (—361 + 2ey + e3>

et en déduire P~ la matrice inverse de P et que la matrice A’ = [f]g, matrice
-2 0 0

de f dans la base B, est donnée par : A" = 0 -1 0
0O 0 2

4. Soient F, G et H les trois sous-espaces vectoriels de E définis par : F =
Ker (f + 2idg),
G = Ker (f —2idg) et H= Ker (f + idg). Démontrer que E=F & G & H.

Bon courage

1.7.2 Corrigé

Exercice 1.7.2 1. Comme Vi € I F; est un sous-espace vectoriel de E, alors
Viel 0€F;, dou0¢e()F, donc()F #0.

1€l i€l

iel
F? douVi€l x+\y € F; (F; est un sous — espace vectoriel de E), donc

T+ Ay € ﬂ F;.
iel
Donc ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel

2
Par ailleurs, pour tout (z,y) € (ﬂ E) et tout \€ Kona:Viel (x,y)€

2. Dans R?* comme R—espace vectoriel de base canonique (e1,e3) ( ou de toute
autre base), on considére les deuz sous-espaces vectoriels F' = wect (e1) et
G = vect (e3), alors F' UG n’est pas un sous-espace vectoriel de R?; en effet :
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ep € FUG etey € FUG maisu ¢ FUG, ot u = ey + ey, car si non on
aurauw € F ouu € G, dot IXN € R:u = Xeg ou IN € R : u = Aey ou encore
ANeR: (1-Neg+ea=00uINER: (1 —AN)ea+e; =0, done (ey,ez) est
liée, ce qui est absurde.

3. (a) Comme u(0) = 0, alors 0 € Ker(u) et 0 € Im(u), dou Ker (u) et
Im (u) sont non vides.
Par ailleurs, pour tout (v,y) € E* et tout A\ € K, on a : si (x,y) €
(Ker (u))?, alors :
u(x+Ay) =u(x)+ Mu(y) (uest linéaire)
=0+A0 (z€Ker(u) etye Ker(u))
=0
d’ou x + My € Ker (u) .
Et si (z,y) € (Im (v))?, alors : il eziste («',y) € E* tel queu(2') =z
et u (y/) =y, et alors :

rT+Ay=u (l‘,> + \u <y'>
=u (:L'/ + )\yl) (u est linéaire)

et comme & + Ny € E, alors x + Xy € Im (u).
Donc Ker (u) et I'm (u) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(b) (i) = (ii)
u€GL(FE)<=uec L(F) et u est bijective

= u est injective
= Ker (u) ={0}.

(11) = (#ii) E étant un espace de dimension finie, alors, d’aprés le
théoréme du rang on a :
dim (E) = dim (Ker (u)) + dim (Im (u))
=0+ dim (Im(u)) (Ker(u)=1{0})
= dim (Im (u))

et comme I'm (u) est un sous-espace vectoriel de E ( d’apres a. ), alors
Im(u) =E.
Ou bien
Ker (u) = {0} = u est injective
= u est bijective (la dimension de E est finie )
= u est surjective
—=u(F)=F
= Im(u) = E.
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Im (u) = E <= u est surjective

= u est bijective (la dimension de E est finie)
<= uecGL(F).
Probléme 1.7.2 Partie A :
1. Ona:(0,0,0) € R? et .0+ B.0++.0=0, d’ou (0,0,0) € F,, et par suite

F, # 0.
Et pour tous v = (z,y,2) et w= (x,y,z) de F, et tout \ € R on a :

ar+ fy+~vz=0 ar+ By +vz=0
ax’ + By +77 =0 Aaz’ + A8y + Az =0
N ar+ By +v2z=0
a()\x/) +6(/\y') —i—v()\z/) =0
:>oc<x+)\x/)+ﬁ(y+/\y/)+7<z+>\z/) =0
— <x+/\x,,y+/\y/,z+/\z,> eF,

= (z,y,2) + A <a:/,y/,z/> cF,
— v+ \w € F,.

Donc F, est un sous-espace vectoriel de R3.

2. (a) Eup = F, NF,NF, otu = (a,b,1), up = (1,b,1) et us = (1,b,a)
sont des éléments de R3, donc d’apres la question 1 de l'exercice E(a)
est un sous-espace vectoriel de R?, qui est de dimension finie (=3 ), donc
E(q) est un espace vectoriel de dimension finie (dz’m (E(mb)) < 3) .

a b 1 x 0
(b) 1 b1 y | = | 0 | est lécriture matricielle du systéme
1 0 a z 0
Y(ab)-
(c)
ar +by+z2=0
Z(a,b) <~ (1 — CL) z=0 <L2 — L1>
(a—1)z=0 (L3 — Lo)
D’ou :
1" cas : Sia—1+#0, c’est a dire a # 1, alors :
by =0
E(a,b) < z=0
z2=0
d’ot : 81 b # 0, alors :
y=0

E(a,b)ﬁ r=0
z=0
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et donc Ep) = {(0,0,0)} et dim (Eup) = 0.

2¢me cas : Sia#1etb=0, alors :
E(a,b) = {(07y70) NS R}
={y.(0,1,0) : y € R}
= vect ({(0,1,0)})
et dim (E(a,b)) = 1.

3¢ cas : Sia=1, alors :

Yap == ar+by+z2=0.

(z,y,2) ER* tax + by + 2 =0}
(z,y,2) ER®: 2 = —ax — by}
(515797 _a$_by) : (JT,y) ER2}

Or pour tout (A, u) € R?, on a :
A (1,0, —a) + p. (0,1, —=b) = (0,0,0) = (A, t, —Aa — ub) = (0,0,0)
== A=0et p=0.

D’ou la famille ((1,0,—a), (0,1, —b)) est libre, comme elle est génératrice
de By, elle en est donc une base et dim (E(a,b)) = 2.
Partie B :

1. La matrice A de f dans la base B est :

a b 1
A:

—_
> o
Q =

et comme

x a b 1 x
Aly | =101 1
2z 1 b a z

<

ar + by + 2
=| x+by+=z
x+by+az

alors

f(X)=(az+by+2z)er+ (z + by + 2)ea + (z + by + az)es
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2. Pour tout X = xe; + yes + ze3 de E On a :
XeKer(f)y<= f(X)=0
= (ax+by+z)es+(x+by+2)es+ (v +by+az)es =0p
ar +by+2=0
< v+by+z2=0 (car (ey, e, e3) est libre)
r+by+az=0
— (2,9,2) € Ewy).
Donc Ker (f) = E(au), et par suite dim (Ker (f)) = dim (E(ay)) Et comme
a # 1 etb=#0, alors d’apres la question 2.c de la partie A , dim (E(&b)) =
0, d'ou dim (Ker(f)) = 0, donc d’apres le théoréme du rang rang (f) =
dim (E) — dim (Ker (f)) = dim (F) — 0 = dim (E) , et par suite rang (A) =
rang (f) =3 d’ou A est inversible et donc f est un automorphisme de E.
Partie C :
1. Puisque dim (E) = 3 = card (B/) , il suffit de montrer que B est une famille
libre.
Soit (v, B,7) € R? tel que :ae) + Bey + ves = Og alors : (a+B+7) e +
(=B+2y)es+ (—a+ B +v)er = 0g, et comme (ey, ez, €e3) est une base de F,
elle est donc libre et alors :
a+pf+v=0
—B+2y=0
—a+pB+v=0
at+pB+y=0 6y =0
ce qui est équivaut a 8 =2y ou encore X [ =27 ou encore o =
a =3y a =3y
0,8=0e¢t~y=0, donc B est une famille libre, et par suite c¢’est une base de
E.
1 1 1
2. La matrice de passage P de la base B a la base B est P = 0 -1 2



/
€, = €1 —€3

/

ey, =€ —extes
!
es = e + 2ey + e3

On sait que P!

: 1
A =P 'AP= G
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(Ll) 611 = €1 — €3 (Lll) = /(Ll
(Lg) < 62/— 61/: —eg + 263 LQI) = (Lg) — (L1>
(Lg) €3 — €1 = 262 + 263 (L ) = (Lg) — (Ll)
e = el +es (L) /
= €y = 61 — 62 + 2e3 (L2
6es = (=3¢, +2e5 +e3)  (Ly) +2(Ly)
( ! 1 !/ ! /
e; =e; + G (—381 + 2e, + 63)
/ / 1 / / !/
4§ e2=¢€ —ey+ g (—661 + 4e, + 263)
1
€3 = G ( 3€, + 2ey + 63)
? 1
€= (361 + 2e, + 63)
1
< 62—6( 2€2+2€3)
1
\
= Py p, d'ot
1 3 0 -3
pPl= G 2 -2 2
1 2 1
3 3\ [/-11 1 1 1 1
2 =2 2 1 1 1 0 -1 2
1 1 i 1 1 -1 -1 1 1
3 -3 -2 -1 2
2 -2 2 0 1 4
1 1 2 -1 2
—12 0 O
0 —6 0
0 0 12
-2 0 0
0 -1 0
0O 0 2

4. Les matrices respectives de f +2idg, f —2idg et f+idg dans la base B’ sont

données par :

[f + 2idg| 5

, donc (f +2idg) (&)) =

00 0 —4 0 0
010 |,[f—2idg]y=| 0 =30
00 4 0 0 0

0, (f + 2idg) (ey) =
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ey et (f + 2idg) (e;,) = dey et par suite pour tout vecteur x = ae| + ey, + yeq
de E on a :
r€F < (f+2idg)(z)=0

= fBey +4ye; =0

= pf=7=0 ((ell,e;, eé) est lz’bre)

— 1 =ae,
donc F' = vect (ell) .
Par la méme méthode, on montre que G = vect (e;) et H = vect (6/2); et

comme (e’l, €y, 6/3) est une base de I/, alors E = vect (ell) Duect (e;)@vect (e;’) ,
donc E=F&G® H.
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1.8 Université Sidi Mohammed Ben Abdellah
Faculté des Sciences Dhar El Mahraz-Fés
Département de mathématiques 2015-2016

SMA—-SMI
Epreuve d'algeébre3 — Juillet 2016 (S.R., Ss)
(Durée : 1H30min)

N.B : Aucun document n'est autorisé.

1.8.1 Enoncé
Exercice 1.8.1 (4 pts ) Soient E un espace vectoriel sur un corps commutatif K
et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que F + G est un sous sous-espace vectoriel de E, ou F + G =
{r+y:ze€FetyeG}.

2. Soit f € L(E). On considére Uapplication linéaire f définie par :

f:E/Ker(f) — FE
v+ Ker (f) — f(z+ Ker (f)) = f ()

a. Montrer que f est un isomorphisme de E/Ker (f) vers Im (f).
b. Déduire le théoreme du rang dans le cas ot la dimension de E est finie.

Probléme 1.8.1 Partie A : (1.5 pts )

1. En utilisant la méthode Gauss, montrer que l’ensemble de solution, dans R*,
du systeme :
TH+y+z24+t=0
y+z+t=0
2+ 3z2+4t =0
4y 4+ 92+ 16t =0

est S ={(0,0,0,0)}.

Partie B : (8 pts ) Dans l’espace vectoriel réel RE (espace des applications de R
dans R), on considére les quatre vecteurs gi, gs, g3 €t g4 définis par :

(Vo €R) g1 (x) =1, go(x) =e**, g3(x) =€ et g4 (x) = ™.

Et on pose E = vect (g1, g2, g3, ga) -

1. Montrer que By = (g1, 92, g3, ga) est une base de E et en déduire la dimension,
(on pourra passer a la limite en —oo et utiliser la partieA).
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2. On définit Uapplication ¢ par : ¢ : E — E, fr—o(f)=f
a. Prouver que o est un endomorphisme de E.

b. Montrer que la matrice de o dans la base By est donnée par : M = [p]z =
0000

o O O
S O N
o w o
~ O O

c. Soit F = Ker (¢). Montrer que F = vect (¢g1) et en déduire que o GL (E).
3. Soit p lapplication définie par :p: E — E/F, x+~——p(x)=z+F
a. Prouver que p est une application linéaire surjective de E sur E/F.

b. Donner une base et la dimension de l’espace vectoriel quotient E/F.
c. Dire pourquoi p ne peut étre un isomorphisme.

Partie C : (5.5 pts ) Soit By = (hy, ha, hg, hy) la base de E telle que la matrice

1 00 O
. . 112 4
de passage de By a By est donnée par : P = Pg,p, = 113 9
1 1 4 16
1. Donner, en justifiant votre réponse, une propriété de la matrice P.

2. Ecrire hy, ho, hs et hy en fonction de g1, go, g3 €t ga.

3. Ecrire g1, g2, g3 et ga en fonction de hy, ha, hs et hy et en déduire P~ la matrice
inverse de P et M' = [¢], la matrice de ¢ dans la base Ba.

4. La matrice M est-t-elle inversible ? ( justifier votre réponse sans calcul), et
en donner le rang.

Bon courage

1.8.2 Corrigé

Exercice 1.8.2 1. 1.5 pt  Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de
E, alors0 € Fet0 e G, dou0+4+0¢€ F+ G, ou encore 0 € F + G, donc
F+G#0.

Par ailleurs, pour tout (z,y) € (F+G)* et tout X\ € K on a : 3 (x1,15) €
FxG:ox=x+x et I(y1,y2) EF XG:y=y1+ys dou:

T4+ Ay = (x1 +22) + A1 + 42)
= ({L’l + )\yl) + (CL’Q + /\yg)

et comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, alors x1+ Ay, € F' et
o+ Ay € G, dovx+ Ay e F+G.
Donc F + G est un sous-espace vectoriel de E.

2. a. 1.5 pt f étant une application linéaire et prend bien ses valeurs dans
Im (f), par hypothese, il s’agit, donc, de montrer qu’elle est bijective :
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Injection : Pour tout élément X = x + Ker (f) de E/Ker (f) ona :x € FE
et

f(X)=0& f(z+Ker(f)=0& f(z) =02 Ker(f) & X =a+Ker (f) = Ker (f

Donc f est injective.

Surjection : Soity € Im (f) alors 3z € E tel que f (v) =y, d'ot f (x + Ker (f)) =
f(x) =y, et comme x + Ker (f) € E/Ker (f), alors f est surjective.

Finalement f est un isomorphisme de E/Ker (f) vers Im (f).

b. 1 pt Si E est de dimension finie, alors Im (f), qui est un sous-espace
vectoriel de E, est de dimension finie, et comme il est isomorphe 4 E/Ker (f),
alors, dim (E/Ker (f)) = dim (Im(f)), or dim (E/Ker(f)) = dim (E) —
dim (Ker (f)), d’ou dim (E) — dim (Ker (f)) = dim (Im(f)), or rang (f) =
dim (Im (f)), doncrang (f) = dim (E) —dim (Ker (f)). Ainsi si dim (E) est
finie, le rang de f est fini et on a : rang (f) = dim (E) — dim (Ker (f)). Ce
qut achéve la démonstration.
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Probléme 1.8.2 Partie A :

1. 1.5 pt
T+y+z+t=0 (L) ([ z4y+z+t=0 @L’):(Ll)
y+z+t=0 (Lo — y+z+t=0 (L) = (Lo
20 +324+4t=0 (L) 242t =0 (L) = (Ls) —2(Ly)
dy+92+16t =0 (L,) [ 52+12t =0 (L) = (Ls) — 4 (L)

(z+y+z24+t=0 (L)) = (L))
y+z+t=0 (L) =(Ly)
= s2=0 (Ly) = (L))
( 2t = (L) = (La) — 5 (Ls)
(o —
y:
<~ 5 =0
[ 1=

Donc l'ensemble de solution, dans R*, du systéme :

r+y+z+t=0
y+z+t=0
20+ 3z+4t =0

4y 492+ 16t =0

est S ={(0,0,0,0)}.
Partie B :

1. 1.75 pts Comme E = vect (g1, 92,93,94), alors By = (g1, g2, 93, 94) est un
systeme générateur de E, il reste, donc, a montrer que que By est une famille
libre.

Soit (a, B,7,0) € R tel que : agy + Bgs + vg3 + g4 = Op = 0, ou 0 est
Dapplication nulle sur R et alors, en dérivant deux fois cette égalité, on obtient
pour tout x € R :

a +ﬁ621 +’7€3x +564z — 0

2Be% + 3ve3® + 45et = 0

4Be* + 9ye3® + 166et* = 0
Or, lim €*® = lim € = lim e =0, dou lim o+ Be* +ve>® +

Tr—r—00 T—>r—00 Tr—>—00 T—>r—00

5’ =, d’ota =0, et on a : pour tout x € R :

a + e + ve¥ + el =
66296 —f-’}/@&t + 564I =0
28e?* 4 3ye3® 4 45et* =0
4B3e* + 9vye3® + 166et* = 0
en donnant a x la valeur zéro, on obtient :
a+B+y+0=0
B+v+d6=0
2864+ 3v+46=0
48497+ 160 =0
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Et alors, d’aprés la partie A, a = f =~v =6 = 0, et par suite By est une
famille libre, donc c’est une base de E.

dim (E) = card (B,) = 4.

2. a. 0.5 pt Soient (f,g) € E? et A € R, alors :

o (f+Xg) = (f+Ag)
=f 4+
=@ (f)+Ap(g).

D’ou ¢ est une application linéaire de E dans E |, ¢’est donc un endomorphisme
de F.
b. 1 pt On a : pour tout x € R :

v (91) () = g, (x) =0
¥ (92) (x) = g5 (w) = 2¢*" = 29, (x)
¥ (93) (x) = g5 () = 3¢ = 395 ()
¢ (91) () = gy () = 4e** = 4gy (x)
Et alors :

@ (92) =0.91 +2.90+0.95+ 0.94

@ (93) = 0.91 -+ 0.92 + 3.93 + 0.g4

©(g94) =0.91 +0.92 + 0.95 + 4.94

O NN O
w o O

Donc la matrice de p dans la base By est donnée par : M = [¢]g =

o O O O

00
c. 1.5 pts Pour tout f = a.g1 + B.go + .93 +0.94, (c,3,7,0) € R, élément

~ O O O
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de E on a :

2 ™ L
I
oo OO I/ -

N~ OO O o

= f=an
<~ f € wvec(q)-
Donc F = vect (¢1) .
Comme F = Ker (p) = vect (g1) et g1 # 0 c’est-a-dire que gy est différent du

vecteur nul de E, alors Ker (v) # {0g}, d’ou ¢ n’est pas injective, par suite
elle n’est pas bijective, donc o & GL (E).

. a. 1 pt Linéarité : Soient (f,g) € E* et A € R, alors :

p(f+A9)=(f+Ag) + F
=(f+Xg)+F+F (F+F=F, car F est un sous — espace de E)
=([+F)+ g+ F)
=p(f)+ Mg+ AF) siXx£0 AMNF={ x:x € F}=F, car F est un sous -
=p(f)+A(g+F)
=p(f)+Ap(g).

SiA=0,p(f+Ag)=p(f)=p(f)+0p(9) =p(f) +Ap(9).
D’ou p est une application linéaire de E dans E/F.

Surjection : 0.5 pt Soity = f+ F un élément de E/F, alors f € E et
on a bien p(f) = f+ F (par définition de p, ou encore p(f) =y. Et donc p
est surjective.

En définitive, p est une application linéaire surjective de E sur E/F.

b. 1.75 pts  D’aprés le théoréme du rang, dim (Im(p)) = dim(E) —
dim (Ker (¢)), et comme Ker (p) = vect(g1) et g1 # Op, d’aprés la ques-
tion 2.c, alors dim (Ker (¢)) = 1, et par suite dim (Im(p)) = 4—1 = 3.
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Et comme ¢ (g2) = 2.g2, ©(93) = 3.93 ety (gs) = 4.94, ce qui est équivaut
a0 (392) = g2, 0 (393) = g5 eto (b)) = ga, d'oti (92,93, 91) € (Im(9))°,
et comme (g, g3, gs) est une famille libre (sous famille de la famille libre
(91592, 93,94) ), alors (g2, 93,94) est une base de Im (). Or pim( est un
isomorphisme de Im (p) vers E/Ker (p) = E/F, d’ou (p(g92),p(93),p(94))
est une base de E/F, c¢’est-a-dire que

(g2 + Ker(p),g93+ Ker (¢), g1+ Ker (p)) est une base de E/F et dim (E/F) =
3.

c. 0.5 pt p ne peut étre un isomorphisme, car dim (FE) # dim (E/F)
(dim (E) =4 et dim (E/F)=3).

Partie C : (5.5 pts )

1. 0.5 pt P étant la matrice de passage de la base By a la base By, elle est donc
wnversible.

hi=g1+ g2+ g3+ ga
hy = g2+ g3+ ga
2. 0.5 pt
P hs = 29 + 3¢ + 494
hy = 492 + 9935 + 1694

3. 2 pt

nHeteatoga=h (L) (G +gtgta=hmn (L) = (L)
G2+ g3+ gs=hy (L2) go+ 93+ 9s=hs (L,Q) 2)

292 + 393 +4gs = hs  (Ls) 93 +2g1 = hy —2hy  (L3) = (L3) — 2 (L)

492 + 993 + 1694 = hy  (La) ( 593 + 1294 = hy — 4hy  (Ly) = (Ls) — 4(Lo)

'gl+gz+gg+g4=h1 L/{):/(Lll)
g2tgstgi=ha (Ly) )
g3+ 291 =hs —2hy  (L3) = Lg)

g1="hi— (g2 + g3+ 9ga) = h1 — hy
g2=h2—9gs— g

g3 = hg — 2hy — hy + 5hg — Ghy

g1 = 3 (hy + 6hy — 5hy)

g1 ="hy — hy
gg:h2+8h2—6h3+h4—%(h4—5h3+6h2)
93:—8h2+6h3—h4

L g4:%(h4—5h3+6h2)
[ g1="h1—hy
92:%(12h2—7h3+h4)
g3:—8h2+6h3—h4
L 942%(6h2—5h3+h4)




46

1.5 pt On sait que P! = Pg,p,, d’ou

2 0 0 0
1| -2 12 —-16 6
-1 _ =
P ) 0 -7 12 -5

o 1 =2 1

2 0 0 0 0000 100 0
/ 1f -2 12 -16 © 0200 112 4
— p-1 I
M=PEMP=51"0 7 12 -5 0030 1139
0 1 -2 1 000 4 1 1 4 16
1 0 0 0 00 0 0
| -1 6 -8 3 2 2 4 8
0o I 6 -3 33 9 27
0 3 -1 3 4 4 16 64
000 0
o000 24
110 -2
001 9

4. 1 pt La matrice M’ étant la matrice de Uapplication linéaire o, qui est non
bijective, elle est donc mon inversible.

rang (M') = rang (¢) = dim (Im (¢)) = 3.
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1.9 Université Sidi Mohammed Ben Abdellah
Faculté des Sciences Dhar El Mahraz-Fés
Département de mathématiques 2016-2017

SMA—-SMI
Epreuve d'algébre3 — Juin 2017 (S.N., Ss)
(Durée : 1H30min)
N.B: Aucun document n'est autorisé.

Traiter au choix : soit ’exercice 4, soit la question 3 de 1’exercice 1 .

1.9.1 Enoncé

Exercice 1.9.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps com-
mutatif K et S un systéme générateur fini de E.

1. Soit B = (ey, e, ...,e,), ot n € N* un sous-systéme de S comportant le plus
grand nombre de vecteurs linéairements indépendants. Montrer que B est une
base de E et donner dim (F) .

2. Soit F' = vect (B/> ot B est une famille libre de E.

a. Montrer que Uapplication p: E — E/F, x — p(x) = x + F est linéaire
et déterminer son noyau Ker (p).

b. En utilisant le théoréme du rang, montrer que dim (E/F) = dim (E) —
dim (F) .

3. Soit A e M,, (K).

a. Ecrire sous forme de systéme d’inconnues dans K", Uéquation AX = 0 et
montrer que S, l’ensemble de solutions de ce systéme, est un sous-espace
vectoriel de K™.

b. Montrer que t. , 1. et 1. sont équivalentes, ou : 1. A est inversible,
1. det (A)# 0 et 421. rang (A) = n et donner, dans ce cas, det (A7) en
fonction de det (A) et écrire en extension [’ensemble S.

Exercice 1.9.2 Dans le R—espace vectoriel R* rapporté & sa base canonique B =
(€1, e, €3,e4), on considére Uapplication linéaire : f : R* — RY,  (z,y,2,t) —
f(xyy,z2,t)=(r+y+t,x—z4+2t,y+2z—t,y+2z—1)

Ecrire la Matrice A de Uendomorphisme f dans & la base B.

Calculer det (A) et déduire que f n’est pas un automorphisme de E.

Déterminer une base By = (u1,us) de Ker(f) et en déduire le rang de f.

e v o~

Montrer qu’il existe deur vecteurs non nuls uz et uy de R* tels que f (us) = —us
et f(ug) = 2uy et dire pourquoi (us,us) € (Im (f))*?

5. Montrer que By = (uy, us, us, uy) est une base de R*.
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6. Déterminer les matrices de f, f? et f3 dans la base By, ot f> = fof et f3 =
f2of.
7. En déduire que : 2 = f* + 2f.

Exercice 1.9.3 Soient E un espace vectoriel sur un corps commutatif K et p €
L(E) vérifiant po p = p.
1. Soient f et g deuxr endomorphismes de E.
a. Montrer que si go f =0, alors Im (f) C Ker (g), ot 0 est l’endomorphisme
nul de E.
b. Montrer que fo f = f <= (idgp — f) o (idg — f) =idg — f.
2. a. Montrer que Im (idg —p) = Ker (p) et en déduire que Ker (idp — p) =
Im (p) et que
Ve € Im(p) p(x) =x.
b. Montrer que Ker (p) et Im (p) sont supplémentaires.

3. On suppose désormais que E est de dimension finie n. Montrer qu’il existe

: I, .
une base B de E dans laquelle p a pour matrice 0 0 0 , ou 1 est le rang
de p, I, est la matrice identité d’ordre r et 0,,_, est la matrice nulle d’ordre
n—r.
Exercice 1.9.4 Soit F = 3X =5

(X—3)°(X2-7X+13)
1. Montrer que le polynéme X* — 7X + 13 est irréductible dans R[X].

2. Décomposer la fraction rationnelle F' en éléments simples dans R (X).

Bon courage

1.9.2 Corrigé

Exercice 1.9.5 1. Comme S est un systéme générateur de E et B est un
sous-systeme de S qui est libre dans E, il suffit de montrer que Vr € S

F(A1, Ay ooy M) € K™ tel que x = Z)‘iei‘
i=1
St B =S, on a le résultat.
Si B # S, alors : pour tout x € S B, la famille S = B U {2} est une
sous-famille de S et card (S/) > card (B), donc, d’apres la définition de B,

la famille S est lice; d’on 3 (a, a1, qm, ..., ) € K™ non tous nuls tels que
n

a.x + E ae; = 0. On a nécessairement o # 0, car si non les éléments de B
=1 o o .

vérifieraient une combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls et B

ne serait pas libre. On en déduit

n

T = (—ofl) Zn:aiei = Z (—oflozi) e = z”: i€, ()\Z- = —oflozz-) .
i=1 1=1

i=1
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2. a. Soit (o, x,y) € K* x E?, alors

ple+ay) =@+ay)+F
=(x+F)+ (ay+ F) (F sous — espace vectoriel de E = F + F = F)
=(x+F)+ (ay+a.F) (F sous— espace vectoriel de E = a.F' = F car a # 0)
=@+ F)+a(y+F)
=p(r) +ap(y).

Sia=0, onabienp(z+0y)=p(x)+0.p(y).
Donc p est une application linéaire.

Ker(p)={z € E:p(z)=F} (Op/p=F)
={relb:z+F=F}
={zreF:2€F} Va€e Ex+F=F<=uzcF)
= F.

b. D’apres le théoréme du rang on a : dim (Imp) = dimE —dim (Kerp) , mais
p est surjective ( par construction), d’ou Imp = E/F et alors dim (E/F) =
dimFE — dim (F) .

Ty 0 a1y ay2 ... QAip
T9 0 21 A9 ... QAgpn

3. a. Posons X = ) et 0 = ] et A = ] ] ] ] ,
T 0 Apl Gpy ... Qpn

alors ’équation A.X = 0 est équivalente au systéme

a1121 + a12T2 + ... + @1, Ty = 0
a21%1 + agex2 + ... + a2, Ty, =0

(S)
Ap1T1 + GpaTs + ... + apnty, =0

dont les inconnues sont x1, s, ... et x, dans K.

Soit f € L(K"™) Uapplication linéaire dont A est sa matrice dans la base
canonique de K", alors le systéme (S) est équivalent a f (X) = 0, ou 0 est
le zéro de K™; son ensemble de solution est donc S = Ker (f) qui est bien
un sous-espace vectoriel de K.

b. 1. = 1. Supposons que A est inversible, alors 3B € M,, (K) (B = A1
telle que A.B = I, ou I est la matrice identité d’ordre n, et det (A.B) =
det (I) ou encore det (A) .det (B) = 1, ce qui entraine que det (A) # 0 et
det (B) = det (A7) = ﬁ(/‘)'
it. = ii. Supposons que det (A) # 0, alors si f est l’'endomorphisme de
K™ dont la matrice dans une base de K" est A, alors : det (f) = det (A),
d’ou det (f) # 0 et alors f est un automorphisme de K" donc rang (f) =n
et alors rang (A) = n.
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1. = 1. Supposons que rang (A) = n, alors rang (f) = n, d’ot f est un
automorphisme et alors A est inversible.

A étant inversible, d'ou A.X =0 <= X = A71.0 = 0, donc l'ensemble de
solution, dans K", du systéeme est S = {(0,....,0)}.

Exercice 1.9.6 1. La matrice A de f dans la base B est donnée par :

11 0 1
10 -1 2
A= 01 1 -1
01 1 -1
2.
11 0 1
10 -1 2
det()=1o 1 1
01 1 -1
=0 (les deuz dernieres lignes sont égales ).

Comme det (A) = 0, alors det (f) = 0 et alors f n’est pas bijective, c¢’est a dire
qu’elle n’est pas un automorphisme de E.

3. Pour tout u = (x,y,2,t) de R*, on a :

r+y+t=0
r—2+2t=0
u € Ker (f) < Y4 z—t=0
y+z—1t=0
r+y+t=0
y+z—t=0
r+2y+2=0
y+z=1
{z:—w—%
t=—-2—y

Donc :

Ker(f)={(z,y,—x —2y,—x —y):x € Ret y € R}
{2.(1,0,—1,-1) +4.(0,1,-2,~1) : z € R et y € R}
= vect (uy,uz) ou u; = (1,0,—1,—1) et ug = (0,1,—-2,—1).
Et comme : pour tout (x,y) € R? on a :
z.(1,0,-1,-1) +y.(0,1,—2,—-1) = (0,0,0,0) <= (z,y, —z — 2y, —z —y) = (0,0,0,0)
< rx=0e y=0.

Alors By = (uy1,uz) est libre, c’est donc une base de Ker (f). Et d’aprés le
théoreme du rang, ran (f) = dim (R*) — dim (Ker (f)) =4 —2 = 2.



4. Pour tout u = (z,y,z,t) de R* on a :

Et

fu) = -u=

f(u) =2u <=

r+y+it=—x
rT—2z4+2t=—y
y+z—t=-—z
y+z—t=-—t
(20 +y+t=0
r+y+2z2=0
<~
2=y
L z=1
z=0
— zZ=-vy
=Y

r+y+t=2x
rT—z+2t =2y
y+z—1t=2z2
y+z—t=2t
T =3z

= 2z2=y
z=1

—u=12(3211)
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Doncug = (0,1,—1,—1) et uy = (3,2,1,1) conviennent . Par ailleurs f (u3) =

—uz et f(ug) = 2uy entrainent que f(—us) = uz et f(Fuq)

3 (u,v) € (R’

(u:—u3etvz

5. Comme

 flu) =
1U4) .
1 0
0 1
-1 -2
-1 -1

-1
—1

0
1

— = N W
O OO = OO O
(.
N
[
—_ =
= DD W

I
o

uy d’ot

ug et f(v) = uy , donc (us,uy) € (Im(f))2

D’ot detg (uy, ug, us, ug) # 0 et alors By = (uy, ug, us, uy) est une base de R*.
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6. Comme f(u1) =0, f(uz) =0, f(uz) = —uz et f(u4) = 2uy, alors la matrice
00 0 O
00 0 O :
de f dans la base By est B = [f|z = 00 -1 0 |- les matrices res-
00 0 2
0 00O
pectives de f* et f* sont : [f?] g g 8 (1) 8 et [f*lz, = B* =
0 00 4
00 0 O
00 0 O
00 —-10
00 0 8
00 0 O
: 00 0 0| _ ) ;
7. Comme B*+ 2B = 00 -1 0 = B, alors [f* +2f]z = [f*], et par
00 0 8

2.

suite f3 = 2+ 2f.
Exercice 1.9.7 1. a. Soity € Im(f), alors il existe v € E tel que f () =y,

b.

a.

doug(y) =g(f(x)) =go f(z) =0(zx) =0, et alors y € Ker(g). Donc
Im(f) C Ker(g).
Comme (idg — f)o (idg — f) =idg — f — [+ fo f, alors :

fof=fes—f+fof=0
<~ (ZdE—f) o (ZdE—f) :ZdE —f.

Comme pop =p, alors p—pop =40, ou encore po (idg —p) =0 (xx), et
alors, d’aprées 1.a., Im (idg — p) C Ker (p) .
Par ailleurs, pour tout © € E, si x € Ker(p), alors p(x) = 0, et par
suite (idg —p) (z) = idg (x) — p(x) = x, d’ou x € Im(idg — p). Donc
Ker (p) C Im (idg — p) .
Done Im (idg — p) = Ker (p) .
D’apres 1.b., (idg — f) o (idg — f) = idg — f, d’ow Im (idg — (idg — p)) =
Ker (idg — p), ou encore Im (p) = Ker (idg — p) .
Pourtoutx € E, sixz € Im(p), alorsx € Ker (idg — p), d’ot (idg — p) (z) =
0, et alors x — p(xz) =0, donc p () = .

. Ona : Ker (p)+Im (p) est un sous-espace vectoriel de E. Par ailleurs, pour

toutx € B, x = (x —p(x))+p(x), avec p(x —p(x)) =po (idg — p) (x) =

0 (x) =0, d’aprés a. (xx), c’est-a dire que v —p (z) € Ker (p); et p(p(z)) =
pop(z) =p(x), c’est-a dire que p(x) € Im (p); dovx € Ker (p)+Im(p),
et alors E C Ker (p) 4+ Im (p). Donc E = Ker (p) + Im (p) .

Par ailleurs, pour tout x € E, si x € Ker (p) N Im (p), alors x € Ker (p) N
Ker (idg —p), d’ou (idg — p) (x) =0 et p(xz) =0, ou encore x —p(x) =0
et p(x) =0, alors x = 0; d’ou Ker (p) N Im (p) = {0}.

Finalement Ker (p) et Im (p) sont supplémentaires.
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3. o Sip=20, le résultat demandé est vérifié.

e Sip # 0, Soit r =rang (p), alors r = dim (Im (p)) et d’aprés le théoreme
du rang dim (Ker (p)) = n — r; soient alors By = (ey, ez, ...,e.) une base
de Im (p) et By = (€r41,€r42,...,€n) une base de Ker (p), alors, et puisque
Ker(p)@®Im(p) = E, on a : B = (e1,€3,...,6,€r41,Er12, ..., €,) €St une base
de E, et comme (Vi € {1,2,....,1}) p(e;) = e;, d’aprés 2.a., et pour tout i €
{r+1,r+2,....,n} p(e;) =0, alors la matrice de p dans la base B a la forme
demandeée.

Exercice 1.9.8 1. Le discriminant du trinome x> — Tz + 13 est A = (=7)% —
4x13= -3, dou A <0, et alors, le polynome X? — TX + 13 est irréductible
dans R[X].

2. OnposeY =X —3, alors : X =Y +3,3X -5=3Y +4 et X2 -7TX +13 =

Y2 —-Y +1. Et alors :
3Y +4

F =
Y5 (Y2 Y +1)

En effectuant la division suivant les puissances croissantes de 3Y +4 par Y2 —
Y +1 a l'ordre 4, on obtient :

Y +4=(—7Y" —4Y? +3Y2 4 7Y +4) (Y? =Y +1) + Y° (7Y = 3)

Et alors :

o GV AYE 43R 7Y 4 4) (VR Y +1) + YO (TY - 3)
B Y5(Y2—Y +1)
B —7Y4—4Y3—|—3Y2+7Y—i—4+ Y — 3
N Yy’ Y2V +1

__7_4+3+7+4+ 7Y — 3
Y Y2 Y3 Y4t YSh Y2V 41

7 4 3 7 4 7TX —24

=— — + + + + :
X-3 (X-3° (Xx-3° (X-3' (Xx-3° X?-7X+13

OJ
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1.10.1 Enoncé
N.B. : Aucun document n’est autorisé.

Exercice 1.10.1 Dans le R—espace vectoriel R® rapporté a sa base canonique B =
(e1,e9,e3), on considére Uapplication linéaire : f : R® — R3  (x,y,2) —
f(z,y,2)) = (6x — 4y — 42,50 — 3y — 4z, x — y)
Donner la Matrice A de f par rapport a la base B.

Calculer det (A) et déduire que f n’est pas un automorphisme de E.
Déterminer le rang de f et la dimension du Ker(f).
Montrer que Ker(f) = vect (uy) ot uy = (2,2,1).
Soit uy = e1 + €9 et uz = e3 — e3.

(a) Calculer f (ug) et f(us) en fonction de us et ug.

(b) En déduire que us € Im (f), us € Im (f) et que (uz,us) est une base de

6. Montrer que B = (u1, us, u3) est une base de R3.

SR

7. Donner la matrice D de f par rapport a la base B (sans utiliser les matrices
de passages).

8. Déterminer une matrice carrée inversible P telle que D = P~1AP.

9. Soit n un entier naturel non nul; déterminer la matrice A™ en fonction de
P, P! D etn.

10. Calculer Uinverse P~! de P.

11. En utilisant les deux questions précédentes 9 et 10 , calculer A™, pour tout
entier naturel non nul n.

Exercice 1.10.2 Sur le K-espace vectoriel E = My (K) (avec K = R ou C), on
consideére la matrice

o O O O
O O O =
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et on note

C(T)={MeE:MT=TM}et F= reKyeKzeKetteKy,

SR S EEN ]

c’est-a-dire que F' = My 1 (K). On rappelle que F est un K—espace vectoriel de
dimension 4.

1. Montrer que C (T) est un sous-espace vectoriel de E.

0

2. Montrer qu’il existe u € F tel que T3u # et montrer que la famille

0

0
(w, Tu, T*u, T3u) constitue une base de F (on pourra montrer que la matrice T
est nilpotente d’indice de nilpotence 4).

3. Soit @, : C(T') — F Uapplication définie par ¢, (M) = Mu. Montrer que ¢,
est un isomorphisme.

4. En déduire que C(T) = Vect(I, T, T?,T?), ou I est la matrice identité d’odre 4
a coefficients dans K.

Bon courage



